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Abstract. In the current computer science core curriculum, one of the topics
is graphs, which are used to represent an abstract model of problem situations.
This topic, at first glance, turns out to be one of the most interesting topics for stu-
dents, inspiring them to model real situations from the world around us.

1. Wstep

Zagadnienia zwigzane z grafami kojarzg nam sie z trudnymi algorytmami, ktére mu-
szg znac olimpijczycy, jesli chca osiagac sukcesy na zawodach. Okazuije sie jednak, ze
w obowigzujacej podstawie programowej ksztatcenia rozszerzonego oczekuje sie od
kazdego ucznia, ze bedzie potrafit objasni¢, a takze poréwnaé podstawowe metody
i techniki algorytmiczne oraz struktury danych, wykorzystujac przy tym przyktady pro-
bleméw i algorytmdw, a w szczegoinosci bedzie umiat zastosowac grafy do przedsta-
wiania abstrakcyjnego modelu sytuacji problemowej. Celem tej pracy jest pokazanie, ze
temat ten nie tylko moze by¢ poruszany w ksztatceniu rozszerzonym, ale na kazdym
etapie edukacji i z wszystkimi uczniami. Wszystko za sprawg tego, ze prawie kazdg
sytuacje problemowa mozemy najpierw zwizualizowac, a pozniej przedstawi¢ w sposdb
abstrakcyjny z pomoca grafu.

Za ojca Teorii grafow uwaza si¢ Leonarda Eulera, jednego z najwybitniejszych w hi-
storii nauk Scistych, szwajcarskiego matematyka i fizyka. Zajmowat sie naukowo ra-
chunkiem rézniczkowym, analiza matematyczna, mechanika, optyka, astronomia. Byt
uczniem Bernoulliego i trafit do Krélewca zastepujac jednego z jego synéw w prowa-
dzeniu wyktadéw dla studentéw Dzieki temu w 1736 roku napisat pierwszg prace na
temat teorii graféw, a jej historia byta taka...
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2. Pierwszy model grafowy sytuacji problemowe;j

Euler, podczas swojego pobytu w Krolewcu sporo spacerowat. Dzigki temu szybko
odkryt, ze przez przeptywajaca przez miasto rzeke Pregote przechodzi wiele mostow.
Dzi$ patrzac na mape Krélewca np. w Google map widzimy osiem mostéw, za czaséw
Eulera byto ich siedem, bez mostu w samym $rodku zdjecia 1.

Euler nieco nudzac sie, zaczat sie zastanawia¢ nad odpowiedzig na nastepujace
pytanie:

Czy mozna wystartowac z wybranego miejsca, przej$¢ przez kazdy most tylko
raz i wréci¢ do miejsca, z ktorego sie wyruszyto?

Z poczatku spacerowat ulicami miasta i przez mosty, jednak trasa byta dtuga. Po-
stanowit wiec stworzy¢ abstrakcyjny model swojego problemu i rozwazac go teoretycz-
nie. Oznaczyt lady kropkami (wierzchotki) i wprowadzit potaczenia migdzy nimi (krawe-
dzie) odpowiadajace mostom taczacym te lady. Otrzymang strukture nazwat grafem.
Teraz swoje pytanie mogt sformutowac dla tego grafu:

Czy mozna wystartowa¢ z wybranego wierzchotka, przej$¢ przez kazda kra-
wedz doktadnie raz i wréci¢ do wierzchotka poczatkowego?
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Rysunek 1. Zdjecie wspoiczesne Krolewca z Google map z modelem grafu (kolor czer-
wony) dla problemu sformutowanego przez Eulera [4]
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Zachecam czytelnikow do proby znalezienia takiej drogi oraz zastanowienia sie nad
odpowiedzig na pytanie, kiedy jest to mozliwe?

Zanim przejdziemy do odpowiedzi na to pytanie zauwazmy, zZe jest bardzo duzo
takich sytuacji z réznych dziedzin, dla ktoérych mozemy utworzy¢ model abstrakcyjny
w postaci grafu.

Kazdy z nas z pewno$cig w dziecinstwie probowat narysowac figure bez odrywania
oféwka od kartki papieru, przechodzac przez kazda linie doktadnie raz. Mozna zapytaé
nie tylko o to, czy, ale réwniez kiedy mozna to zrobi¢. Rozwazmy przykladowe ksztatty
ponizej. Na kazdy ksztatt patrzymy jak na graf, w ktérym widoczne sg wierzchotki i kra-
wedzie.

Rysunek 2. Przyktadowe ksztatty do éwiczenia rysowania figur bez odrywania otéwka
od kartki

Problemy dotyczace mostow i rysowania na kartce sg podobne, ale jednak sie roz-
nig. Zauwazmy, ze w Krolewcu Euler zadat pytanie, czy mozemy wréci¢ do miejsca
poczatkowego. Przy rysowaniu na kartce, takiego wymagania nie ma. W przypadku mo-
stow szukamy zatem tzw. cyklu Eulera, czyli drogi zamknietej, w przypadku rysowania
na kartce szukamy drogi Eulera, ktéra nie musi by¢ drogg zamknieta.

Aby dang sytuacje problemowg zamodelowa¢ za pomocg grafu, musimy okreslic,
co reprezentuja wierzchotki i kiedy sg potaczone krawedziami. Ponizej przedstawione
sq przyktady takich przyporzadkowan (wierzchotki — krawedzie) dla roznych probleméw:

Problemy spoteczno$ciowe:

- uczen - kolega

- 0soba — znajomos¢

- aktor — rola w tym samym filmie

- naukowiec — wspdlny projekt

Problemy informacyjne:
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- internet - hipertacza

- publikacja naukowa — prace z cytatami
Problemy transportowe:

- miasta — drogi

- samoloty - linie lotnicze

- dworzec kolejowy — tory

Problemu natury biologicznej:

- gatunek — pozywienie

- biatko — reakcja chemiczna

Problemy dotyczace sprzedazy

- sklep — potaczenia w sieci sklepdw migdzy miastami
- hurtowania — zaopatrzenie sklepu

3. Odpowiedz na pytania o cykl i droge Eulera

Szukajac cyklu Eulera, za kazdym razem, gdy wychodzimy z wierzchotka krawedzia,
musimy wréci¢ do niego inna krawedzig. Zatem liczba krawedzi zwigzana z wierzchot-
kiem (tzw. stopien wierzchotka) musi by¢ liczbg parzysta. W przypadku szukania drogi
Eulera jedynymi wierzchotkami, ktorych stopien moze by¢ liczbg nieparzystg jest star-
towy i koricowy, bo do pierwszego na starcie nie wchodzimy, a z ostatniego juz nie
wychodzimy. Kryteria te sg tatwe do odgadniecia. Uczen ktéry zna takie kryterium
znacznie szybciej rozwigze zadania konkursowe, np. takie jak to z XIX Konkursu Infor-
matycznego Bébr:

Zosia otrzymata od kolegi rysunek zagléowki wraz z zadaniem: ma poprawic kredka wszystkie linie na
rysunku zgodnie z nastepujgcymi zasadami:

* nie moze oderwac kredki od kartki,

* nie moze poprawic dwa razy tej same;j linii.
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0d ktérego miejsca oznaczonego zielonym kétkiem Zosia powinna zaczaé poprawiac linie? Kliknij

odpowiednie miejsce.

Rysunek 3. Zadanie Zaglowka z XIX Konkursu Informatycznego Bobr w kategorii Skrzat
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4. Lamigtéwka Hamiltona

Sir Wiliam Hamilton, irlandzki matematyk, astronom i fizyk, w pierwszej potowie dzie-
wietnastego wieku sformutowat inng zagadke, ktérg mozna przedstawi¢ z pomocg
grafu. W 1859 roku wymyslit gre, do ktdrej uzyt dwunastoscianu foremnego. Taka bryta
ma dwadziescia wierzchotkdw i kazdy z tych wierzchotéw oznaczat miasto, np. Londyn,
New York, Paryz... migdzy ktorymi mozna bylo przemieszczac¢ si¢ po krawedziach
bryly. Gra polegata na tym, ze pierwszy z graczy oznaczat pie¢ kolejnych miast na dro-
dze, a drugi miat dodawac kolejne miasta tak, aby wyznaczy¢ droge przechodzacq
przez kazde miasto doktadnie raz i wréci¢ do miasta pierwszego. Hamilton zyskat tg
zagadkg pewng popularno$¢. Uruchomit nawet produkcije takich dwunastoscianow fo-
remnych z drewna...

Gre te mozna zamodelowa¢ za pomoca grafu zbudowanego na siatce bryly, gdzie
miasta (wierzchotki bryly), to wierzchotki grafu, a drogi (krawedzie bryty) migdzy mia-
stami to krawedzie grafu.

Problem Hamiltona zawarty w pytaniu ponizej nazywa sie poszukiwaniem cyklu Ha-
miltona w grafie i mozna go sformutowac tak:

Czy mozna wystartowaé¢ z wybranego wierzchotka grafu, przej$¢ przez kazdy
wierzchotek dokfadnie raz i wréci¢ do wierzchotka poczatkowego?

Rysunek 4. Od lewej: dwunastoscian foremny, jego siatka i przyktadowy cykl Hamiltona [1]

Czy potrafimy znalez¢ odpowiedz na pytanie, czy i kiedy jest to mozliwe? Po do-
Swiadczeniach z cyklem Eulera mozna przypuszczac, ze znow tatwo znajdziemy kryte-
rium, tymczasem okazuje si¢, ze jeszcze nikt nie odpowiedziat na to pytanie! Wiadomo
jednak, ze w niektorych rodzajach graféw taka odpowiedz jest znana.

Wiele probleméw sprowadza sie do poszukiwania cyklu Hamiltona w grafie. Roz-
wazmy ponizsze zadanie [3]:



Magia grafow — abstrakcyjne modele sytuacji problemowych 263

Czy mozna figure narysowana ponizej obejs¢ krokiem skoczka szachowego
i wréci¢ do poczatkowego pola, odwiedzajac przy tym wszystkie pola doktadnie
raz?

Rysunek 5. Szachownica dla skoczka szachowego

Wytrwatym tamaczom gtow zalecam wykonanie proby takiego spaceru. Z pewnoscig
metoda préb i bleddw rozwigzanie zostanie znalezione.

Te sytuacje rdwniez mozemy przedstawi¢ za pomoca grafu. Wystarczy przyjaé, ze
kazde pole naszej dziwnej szachownicy potraktujemy jako wierzchotek grafu i pota-
czymy dwa wierzchotki krawedzia, gdy z jednego pola na drugie mozna przej$¢ ruchem
skoczka szachowego
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Rysunek 6. Po lewej szachownica, gdzie liczby oznaczajg wierzchotki grafu, po prawej
graf moZliwych przej$¢ skoczka po szachownicy.

Rozwigzanie problemu otrzymujemy wyznaczajac dowolny cykl Hamiltona w tak
utworzonym modelu sytuacji za pomocg grafu.
5. Sktadowe spdjnosci grafu

Rozwazmy nastepny problem, ktory pochodzi z jednej z moich ulubionych ksigzek
[3] z tamigtéwkami dla mtodziezy.
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W panstwie CYFRY zbudowano 9 miast, ktére nazwano 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.
Kilka z tych miast zostato potgczonych liniamilotniczymi.

Podrozny zauwazyt, ze dwa miasta majg potgczenia lotnicze, wtedy i tylko wtedy,
gdy dwucyfrowa liczba utworzona z cyfr-nazw tych miast jest podzielna przez 3.

Czy mozna z miasta 1 dolecie¢ do miasta 97

Rysunek 7. Przyktadowe zadanie matematyczne rozwigzywane z pomocg graféw

Dla tego zadania mozemy zbudowa¢ graf, w ktérym miasta to jego wierzchotki,
a bezposrednie potaczenia lotnicze miedzy miastami, to ich krawedzie. Otrzymujemy
w ten sposéb graf sktadajacy sie z dwéch czesci, nazywanych sktadowymi spdjnosci
grafu. W obrebie kazdej sktadowej mozemy dolecie¢ z kazdego miasta do kazdego.
Natomiast miedzy miastami z réznych sktadowych spéjnosci nie ma potaczen.

3 9

Z tego rysunku natychmiast otrzymujemy odpowiedz, Ze nie mozna dolecie¢ z mia-
sta 1 do miasta 9.

6. Grafy peine

Ciekawa rodzine graféw stanowig grafy petne. Sg to grafy w ktérych kazdy wierz-
chotek jest potaczony z kazdym. Grafy te majq specjalne oznaczenie K, gdzie n ozna-
cza liczbe wierzchotkéw grafu.
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K K g Ky
Rysunek 8. Przyktadowe grafy petne [2]

W rzeczywisto$ci czesto spotykamy sie z problemami, ktére mozna modelowa¢ gra-
fami petnymi. Wyobrazmy sobie, ze zostaliSmy zaproszeni na uroczystg kolacje, na
ktdrg przybyto n osob. Na poczatku dobry zwyczaj nakazuje, by kazdy przywitat sie
z kazdym. Czy potrafimy odpowiedzie¢ na pytanie, ile nastapi powitan dwoch osob?

Kazda osoba moze by¢ potraktowana jako wierzchotek grafu, kazde powitanie, jako
krawedz miedzy dwiema osobami. Poniewaz kazdy wita si¢ z kazdym graf bedzie petny.
Znalezienie liczby powitar sprowadza si¢ do znalezienia liczby niepowtarzajgcych sie
krawedzi grafu. Jesli wierzchotkdw jest n, to kazdy z tych n wierzchotow jest potaczony
zn — 1 wierzchotkami. W ten sposéb jednak kazdg krawedz policzymy dwa razy, bo
krawedZ miedzy osobami x i y oraz y i x to ta sama krawedz. Zatem liczba wszystkich

powitan wyraza sie wzorem: "("2_1). A czy w grafach petnych jest cykl Eulera czy Ha-

miltona? Pozostawiam to pytanie do rozwazenia czytelnikom.

7. Reprezentacja grafow w komputerze

W jaki sposéb przekaza¢ komputerowi informacije o grafie o n wierzchotkach, doty-
czace krawedzi? Grafy mozna reprezentowac na wiele sposobow i w zaleznoci od roz-
wigzywanego problemu jedna z tych reprezentacji moze by¢ bardziej korzystna od inne;.
Przedstawimy w tym miejscu dwie reprezentacje, wykorzystywane najcze$ciej. S to
struktury dwuwymiarowe. Pierwsza reprezentacja to macierz sgsiedztwa, druga to lista
sgsiadow. Sasiadami nazywamy wierzchotki bezposrednio ze sobg potaczone.
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0 1 2 3 4 0

0 0 1. 1 0 O _
Macierz

11 0 1 1 1 sasiedztwa
21 1 0 1 1 1 2
3 0 1 1 0 1
4 0 1 1 1 0
0 1 2 4 3
1 023 4 Listy
2 013 4 sasiadow
3 12 4
4 1 2 3

Rysunek 9. Po lewej u géry macierz sasiedztwa, po lewej u dotu lista sasiadéw dla grafu [4]
po prawej stronie.

Macierz sasiedztwa, w zalezno$ci od uzywanego jezyka programowania, moze by¢
reprezentowana np. z pomoca listy list o rozmiarze n x n (Python) albo dwuwymiarowe;
tablicy badz wektora o rozmiarze n x n (C++). Dla ustalenia uwagi bedziemy postugi-
wali sie nazewnictwem z jezyka Python. Przed wczytaniem informacji o krawedziach
grafu, wszystkim polom w liscie list nadajemy warto$¢ zero. Za kazdym razem, gdy
wczytujemy potaczenia migdzy wierzchotkami x, y, w macierzy sasiadow w miejscu
o indeksach x, y i y, x wstawiamy warto$¢ jeden.

Lista sgsiadéw moze by¢ reprezentowana np. stownikiem, w ktérym klucze sg nu-
merami wierzchotkow, a wartosci s listami ich sgsiadow. Na poczatku stownik jest pu-
sty, potem dodajemy do pary: klucze (wierzchotki) i jako ich wartosci puste listy sasia-
déw. Za kazdym razem, gdy wczytujemy potgczenie miedzy wierzchotkami x, y w stow-
niku dla kucza x doktadamy do jego listy sasiadow wierzchotek v, a dla klucza y dokta-
damy do jego listy sgsiadéw wierzchotek x. Ponizej znajdujg sie przyktadowe implemen-
tacje tych struktur w jezyku Python.
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wypisz graf(g):
i q:
print (i)

graf macierz zerowal(g, n):
i range{n) :
s=n*[0]
g.append(s)

graf macierz(g, m):

i range {m) :
p=int {(input (" "))
k=int (input (' "})
glpl [k]=1
graf=[]
w=int {input(''))
k=int{input ('"'))

graf macierz zerowa (graf,w)
graf macierz(graf, k)
wypisz graf (graf)

Rysunek 10. Przykladowa implementacja macierzy sasiedztwa grafu w jezyku Python [4]

n=int (input ('Podaj liczbe wierzcholkow:"))
m=int (input ('Podaj liczbe krawedzi'))

graf slownik(g,n,m):
range (n) :
(]
range (m) :
int (input('"))
int (input('"))
.append (k) ;
] .append(p); - gdy graf nie jest skierowany'

il
Il
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g={}
graf slownik(g,n, m)
print (g)

Rysunek 11. Przyktadowa implementacja listy sasiadéw grafu w jezyku Python [4]

Mozemy teraz zastanowi si¢, w jaki sposdb na podstawie reprezentacji grafu
w komputerze stwierdzi¢, ze graf jest grafem Eulera? Nie bedzie to najszybszy algo-
rytm, ale wystarczy sprawdzi¢, czy liczba jedynek w kazdej kolumnie badz wierszu ma-
cierzy sasiedztwa jest parzysta lub sprawdzi¢, czy dtugo$c¢ listy wartosci dla kazdego
klucza w stowniku reprezentujacego liste sasiaddw jest parzysta.
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Pozostawiam do rozwazania odpowiedz na pytanie, ktory z wierzchotkow ma naj-
wiecej sasiadow? Zauwazmy, ze jest to pytanie w rzeczywistosci np. o osobe o najwiek-
szej liczbie znajomych, itp. Powyzsze ¢wiczenia pozwalajg nie tylko na modelowanie
sytuacji problemowych grafami, ale réwniez na utrwalenie pracy ze strukturami dwuwy-
miarowymi i éwicza wyobraznie przestrzenna.

Po powyzszym wprowadzeniu, mamy otwartg juz droge do zabawy w modelowanie
sytuacji za pomocag graféw i rozwazania ich wiasnosci, by rozwigzywac efektywnie pro-
blemy. Jednym z ciekawszych probleméw, modelowanych grafami skierowanymi, jest
ustawianie kolejno$ci czynnosci przy produkcji np. samochodéw, samolotéw lub w naj-
prostszej sytuaciji codziennej, np. w ubieraniu sie — po to by nie zatozy¢ rano skarpetek

na buty ©
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